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18 接線・法線 
基本問題 & 解法のポイント 

29 

(1) 

 交点の x座標は ( )2log1 x= を満たすから， 1log ±=x すなわち 1, -= eex  

 よって，交点の座標は ( ) ( )1,,1, 1-ee  

また， ( )
x
xxxy log2log2log =×¢=¢  

 よって， 

交点 ( )1,e における接線の方程式は， ( ) 1log2
+-= ex

e
ey より， 12

-= x
e

y  

交点 ( )1,1-e における接線の方程式は， ( ) 1log2 1
1

1

+-= -
-

-

ex
e
ey より， 32 +-= exy  

ゆえに， 12
-= x

e
y ， 32 +-= exy  ・・・（答） 

(2) 

接点を ÷
ø
ö

ç
è
æ -

t
tt 1, すなわち ÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
t

tt 1,
2

とすると， 

2

2

2
111

t
t

t
y +

=+=¢ より，接線のベクトルは ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+12

2

t

t
 

法線上の点を ( )yx, とすると，法線は ÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
t

tt 1,
2

を通るから，そのベクトルは
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-

t
ty

tx

12  

よって， 01
1

2
2

2

=
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

-
-

-
×÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
t

ty

tx

t

t
より， ( ) ( ) 011

2
22 =÷÷

ø

ö
çç
è

æ -
-++-

t
tyttxt  

すなわち ( ) 0121
4

22 =
-

-++
t

tytxt  ・・・① 

原点は①を満たすから， 012 4
=

-
t

t
より， 012 4 =-t  

2
12 =\t  ・・・② 

②を①に代入して整理することにより，求める法線の方程式は， 

( ) 012 =++ yx すなわち ( )xy 21-=  ・・・（答） 

補足 

 法線の方程式を傾きから求めると分母が 0 のときとそうでないときに分けることが必

要になる場合があるし，計算も煩雑になる。よって，内積から求める方が楽である。 
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30 

 3
x

ey = より， 3
3
1 x

ey =¢  

 bxay +-= 22 より，
22 -

=¢
x
ay  

3=x における y座標と接線の傾きがそれぞれ等しいから， 

 bae +-×= 2323
3

 eba =+\2  ・・・① 

 
2323

1 3
3

-×
=

ae  ea
3
2

=\  ・・・② 

 ②を①に代入してbを求めると， eb
3
1

-=  

 以上より， ebea
3
1,

3
2

-==  ・・・（答） 
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A 
105 

(1) 

 ( ) xexfy == とおくと，接線の方程式は ( )( ) aeaxafy +-¢= と表せる。 

ここで， ( ) xexf =¢ より， ( ) aeaf =¢ だから， 

求める接線の方程式は ( ) aa eaxey +-=  すなわち aaa eaexey +-=  

また，法線の方程式は ( ) a
a eax
e

y +--=
1

 すなわち a
aa e
e
ax

e
y ++-=

1  

(2) 

 1l の方程式は e
e

x
e

y ++-=
11

だから， 

交点の x座標は方程式 e
e

x
e

e
e
ax

e
a

aa ++-=++-
111

の解である。 

この方程式の両辺に ae を掛けて整理すると， ( ) ( ) ( ) aeeexe aaaa -+---=- -+-- 1111 1111  

ここで， 1¹a より， 11 ¹-ae  

よって，
1

11
1

1

-
-

--=
-

+
a

a

e
aex  

(3) 

 ( )
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

-
-

--=
-

+

®®

1
1

11limlim 1
1

11

a
e

eah a
a

aa
 

 ここで， ta =-1 とおくと， 

( )

2

2

2

01

1
11

1
11limlim

e

e

t
e

eah t
t

ta

-=

--=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

-
--= +

®®
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106 
 共有点が ( )11 , yx だから， 

1
2

2
1

2

2
1 =+

b
y

a
x

すなわち 222
1

22
1

2 bayaxb =+  ・・・① 

kyx =11  ・・・② 

1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

を xで微分すると， 022
22

=+
dx
dy

b
y

a
x

より，
ya
xb

dx
dy

2

2
-=  

kxy = を xで微分すると， 0=+
dx
dyxy

dx
dx

より，
x
y

dx
dy

-=  

条件より ( )11 , yx ( )0,0 11 >> yx における接線の傾きが等しいから，
1

1

1
2

1
2

x
y

ya
xb

-=-  

02
1

22
1

2 =-\ yaxb  ・・・③ 

 ①，③より， 222
1

2222
1

2 2,2 bayabaxb ==  

 これと 0,0 >> ba より，
2

,
2

11
byax ==  ・・・（答） 

 これを②に代入すると，
2
abk =  ・・・（答） 

107 

(1) 

解法 1 

 ( ) 359 2 ++== xxxfy ， ( )
3
53 2 ++-== xxxgy とし， 

 ( )( )sfs, における接線と ( )( )tgt, における接線が一致するとする。 

 ( )( )sfs, における接線の方程式 

  ( ) 518 +=¢ xxf および ( )( ) ( )sfsxsfy +-¢= より， ( ) 39518 2 +-+= sxsy  ・・・① 
 ( )( )tgt, における接線の方程式 

  ( ) 16 +-=¢ xxg および ( )( ) ( )tgtxtgy +-¢= より， ( )
3
5316 2 +++-= txty  

 より， ( ) ( )
3
531639518 22 +++-=+-+ txtsxs  

 これは xについての恒等式だから，
ïî

ï
í
ì

+=+-

+-=+

3
5339

16518

22 ts

ts
 

 これを解くことにより，
3
1,0 -=s が得られ，これを①に代入することにより， 

 求める直線の方程式は 2,35 +-=+= xyxy  ・・・（答） 
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解法 2 

( ) 359 2 ++== xxxfy とすると，この曲線上の点 ( )( )tft, における接線の方程式は， 

( ) 518 +=¢ xxf および ( )( ) ( )tftxtfy +-¢= より， ( ) 39518 2 +-+= txty  ・・・② 

これが
3
53 2 ++-= xxy と接するならば ( )

3
5339518 22 ++-=+-+ xxtxt  

すなわち ( ) 0
3
492923 22 =+-++ txtx は重解をもつから， 

判別式をDとすると， 0=D より， 

( ) ( ) 0133636108
3
49329

4
222 =+=+=÷

ø
ö

ç
è
æ +--+= ttttttD

 
3
1,0 -=\t  

 これを②に代入することにより，求める直線の方程式は 2,35 +-=+= xyxy  ・・・（答） 

(2) 

 ( ) 2log5 --= axy 上の点 ( )( )2log5, -- auu の接線の方程式は，
ax

y
-

=¢
5

より， 

 ( ) ( ) 2log55
--+-

-
= auux

au
y すなわち ( ) 25log55

-
-

--+
-

=
au
uaux

au
y  

 したがって， ( ) 25log55
-

-
--+

-
=

au
uaux

au
y が 35 += xy または 2+-= xy と一致する

ような aの値を求めればよい。 

 ( ) 25log55
-

-
--+

-
=

au
uaux

au
y が 35 += xy と一致するとき 

  ( ) 3525log55
+=-

-
--+

-
x

au
uaux

au
は xの恒等式だから， 

  55
=

- au
 1=-\ au  ・・・③ 

  ( ) 325log5 =-
-

--
au
uau  ・・・④ 

  ③を④に代入すると， 32
1

51log5 =--
u

より， 1-=u  

  これと③より， 2-=a  

 ( ) 25log55
-

-
--+

-
=

au
uaux

au
y が 2+-= xy と一致するとき 

  15
-=

- au
 ・・・⑤ ( ) 225log5 =-

-
--

au
uau  ・・・⑥ 

  ⑤より， 05 <-=- au となり，⑥の ( )au -log の真数条件を満たさないから不適 

 以上より， 2-=a  ・・・（答） 
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x

y

O

3 

- 2
3 

- 1
3 

- 1 

- 2 

y = 9x2 + 5x + 3 

y = - 3x2 + x + 5
3 

y = 5log x + 2( ) - 2 

y = 5x + 3 
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(1) 

 接線の方向ベクトルは ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
-

=

÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç

è

æ

ttt
ttt

dt
dy
dt
dx

cossin
sincos

 

よって， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
-

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

ttt
ttt

s
tty
ttx

cossin
sincos

sin
cos

（ sは実数） 

これより， ( )( ) ( )( )tttttytttttx sincossincossincos --=+-  

これを整理することにより， ( ) ( ) 0sincoscossin 2 =---+ tytttxttt  

補足 

 0sincos =-= ttt
dt
dx

の場合，

dt
dx
dt
dy

dx
dy

= より，
dx
dy

が定義できないので，ベクトルを使う。 

(2) 

 ( ) ( ) 0sincoscossin 2 =---+ tytttxttt および pnt = の nが偶数であることから， 

nP における接線の方程式は ( ) 02 =-- pp nyxn  

 2P +n における接線の方程式は ( ) ( ){ } 022 2 =+--+ pp nyxn  

 これを解くことにより，求める交点の座標 ( ) ( ) ( )( )22,12, pp ++= nnnyx  

(3) 

 (2)より， ( )
2

1 xn =+ p  

 よって， 

 

( )
( )

( ){ } ( ){ }

2
2

2

4

22

11
2

2

p

pp

pppp
pp

p

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ +÷
ø
ö

ç
è
æ -=

++-+=
+×=

+=

x

xx
nn

nn
nny

　

　

　

 

 ゆえに，求める放物線の方程式は 2
2

4
p-=

xy  
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例題 15 補足 

ベクトルを使うと楽 

点 Q ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+1
,

2

2

q
qq ( )0¹q とおくと，

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

+
-

-

=

1

QP
2

2

q
qa

q　　

 

また，
( )22 1

2

+
=¢
x

xy より，点 Q における接線のベクトルは
( )

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +
q

q
2

1
22

　　
 

よって，
( ) 0

2
1

1

22

2

2 =÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ +×
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

+
-

-

q
q

q
qa

q

　　

　　

 

すなわち ( ) 0
1

21
2

222 =÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
-++-
q
qaqqq Û ( ) 0

1
21 2

222 =
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
-++-
q
qaqq  

 0¹q より， ( ) 0
1

21
2

222 =÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

+
-++-
q
qaq  

( )
12

1
2

222

+
+

+
=\

q
qqa  

B 
109 

(1) 
 tsr ,, の 3 文字だから，独立な 3 式を立式すればよい。 

 円の方程式は ( ) 222 rayx =-+ で点 B を通るから，または AB＝ r だから， 

( ) 222 rats =-+  ・・・① 

点 B は双曲線 1
2

2
2 =-

b
yx 上の点だから， 1

2

2
2 =-

b
ts  ・・・② 

双曲線 1
2

2
2 =-

b
yx の両辺を xで微分すると 022

2
=×-

dx
dy

b
yx だから，

y
xb

dx
dy 2

=  

よって，点 B における接線の傾きは
t
sb 2

 

したがって，点 B における接線のベクトルは ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

sb

t
2  

この法線ベクトルは ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
ta
s

BA だから， 02 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

×÷÷
ø

ö
çç
è

æ

ta
s

sb

t
 

すなわち ( ){ } 02 =-+- tabts  

0>s だから， ( ) 02 =-+- tabt  
12

2

+
=\
b
abt  ・・・③ 
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③を②に代入して 2s を求めると，
( )22

22
2

1
1

+
+=
b

bas  ・・・④ 

0>s だから，
( )22

22

1
1

+
+=
b

bas  

 ③，④を①に代入して 2r を求めると， 

 ( )

1
1

11
1

2

22

2

2

2

22

22
2

+
++

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

+
+

+
+=

b
ba

a
b
ab

b

bar

　　

 

 0>r だから，
1

1
2

22

+
++

=
b
bar  

 以上より，
1

1
2

22

+
++

=
b
bar ，

( )22

22

1
1

+
+=
b

bas ，
12

2

+
=
b
abt  

(2) 

 

2

3
cosACABACAB

2r
=

=×

　　　　

p

 

( )22

ACAB

ats

at
s

at
s

-+-=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=×

　　　　

 

 より， ( )22
2

2
atsr

-+-=  

 よって， ( )222 22 atsr -+-=  

 これと①より， ( ) ( )2222 22 atsats -+-=-+  

 両辺をすると， ( ) 03 22 =-- ats  

 これに③，④を代入し整理すると，
( ) ( )

( )
0

1

1313
22

2222
=

+

-++

b

bab  

これより， ( ) ( ) 01313 2222 =-++ bab   

よって，これを満たす aが存在するためのbの条件は 013 2 <-b  

 これと 0>b より，
3

10 << b  
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 逆に，
3

10 << b ならば aが存在し，
1

1
2

22

+
++

=
b
bar より， r も存在する。 

 ゆえに，
3

10 << b  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

A

BC

r 

s - s 

t 
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110 

(1) 

lの方程式を mxy = ，P
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ -
2

2

,
t

aet ( )0>t とすると， 2

2t

aemt
-

= より，
t

aem

t
2

2
-

=  

 点 P におけるCの接線の傾きは， 2

2x

axey
-

-=¢ より， 2

2t

ate
-

-  

 lと点 P におけるCの接線は垂直に交わるから， 

1
2

2
2

2

22
2

2 -=-=
÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-×=

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ
-× --

-
- t

t
t

t

eaate
t

aeatem  

よって，
22 tea =  

これと 0>a より， 2

2t

ea =  ・・・① 

0>t において， 12

2

>
t

e だから， aのとりうる値の範囲は 1>a  ・・・（答） 

 ①より， at log
2

2
=  

 これと 0>t より， at log2=  

 また，①より， 112

2

=×= --
aaae

t

 

 ゆえに，点 P の座標は ( )1,log2 a  ・・・（答） 

(2) 

 点 P における接線の傾きは 

a

a

aetate
tt

log2

1log2

22

22

-=

×-=

×-=-
--

　　　　

　　　　  

よって，その方程式は ( ) 1log2log2 +--= axay すなわち 1log2log2 ++-= axay  

 点 Q はこの接線と x軸すなわち 0=y の交点だから，Q
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ + 0,
log2

1log2
a

a  
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 よって， 

 

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+=

×
+

×=

a
a

a
a

log2
1log2

2
1

1
log2

1log2
2
1ΔPOQ

　　　

 

 0log2 >a だから，相加平均³相乗平均より， 

1
log2
1log2

log2
1log2

2
1ΔPOQ =×³

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+=

a
a

a
a  

等号は
a

a
log2
1log2 = すなわち ea = のとき成り立つ。 

ゆえに，△POQ は ea = のとき最小値 1 をとる。 

 

x

y

P

QO


